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Kapitel 1

Einleitung

Die schonsten Losungen der Mathematik sind die einfachen und schnellen, und oft findet man eine
Losung schneller, wenn man es schafft das Problem zu vereinfachen. In der linearen Optimierung ge-
schieht dies zum Beispiel durch erweiterte Formulierungen. Vergleicht man das mit einer Autofahrt,
so ist es, als wiirde man das Auto stirker beladen, dafiir aber den Weg zum Ziel verkiirzen. Letztend-
lich kommt man schneller an.

Ein lineares Optimierungsprogramm wird beschrieben durch eine lineare Zielfunktion f und linearen
Nebenbedingungen, welche ein Polyeder beschreiben. Gesucht ist nun einen Vektor x aus jenem Po-
lyeder, welcher f(z) maximiert (alternativ auch minimiert).

In einer erweiterten Formulierung optimiert man iiber ein hoherdimensionales Polyeder, das durch
weniger Nebenbedingungen beschrieben wird. Das urspriingliche Polyeder wird also erweitert und
das neue Polyeder ist eine sogenannte Erweiterung des vorherigen Polyeders. Man hat also weniger
Nebenbedingungen auf Kosten von mehr Variablen. Im Allgemeinen kann man iiber solch eine Er-
weiterung insgesamt schneller optimieren.

Fiir einige Probleme, wie zum Beispiel einen minimalen aufspannenden Baum in einem Graphen
zu finden, sind bereits gute erweiterte Formulierungen bekannt. Fiir andere, wie zum Beispiel das
Problem des Handlungsreisenden und das Matching-Problem, wurden noch keine polynomiellen Er-
weiterungen gefunden. Sowohl fiir das Problem des Handlungsreisenden als auch fiir das Matching-
Problem, zeigte Yannakakis [8], dass unter bestimmten Symmetrieanforderungen an die erweiterte
Formulierung keine mit polynomieller Grofie existiert. Die GroBe einer erweiterten Fomulierung ist
in diesem Fall wenigstens exponentiell. Mittlerweile wurde fiir das Problem des Handlungsreisenden
gezeigt, dass auch ohne Symmetrieanforderungen keine polynomiellen erweiterten Formulierungen
existieren [4]. Es ist eine bekannte offene Frage, ob es polynomielle Erweiterungen fiir das Matching-
Problem gibt.

Hier ist lediglich bekannt, dass die GroBe einer erweiterten Formulierung in ©(n?) liegt. Es ist offen,
wie genau diese Abschitzung ist.

Die minimale Gré8e einer erweiterten Formulierung wird Erweiterungskomplexitét genannt. Es gibt
einige untere Schranken, mit welchen man diese abschitzen kann. Um eine jener Schranken, die so-
genannten Foolingsets, geht es in dieser Arbeit.

Foolingsets stammen aus dem Bereich der Kommunikationskomplexitit, die 1979 von Yao [9] einge-
fithrt wurde. Gegeben sind zwei Rechner Alice und Bob, sowie eine Funktion f(x,y), welche beiden
bekannt ist. Nun bekommt Alice ausschlieBlich x mitgeteilt und Bob ausschlieflich y. Um f(z,y)
zu bestimmen und als Ergebnis zuriickzugeben, miissen die Beiden also miteinander kommunizie-
ren. Man ist nun daran interessiert, die Menge der Daten, welche dafiir hin und her gesendet werden,
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

moglichst gering zu halten. Die minimale Anzahl auszutauschender Bits wird Kommunikationskom-
plexitit von f genannt. Sie kann mithilfe von Foolingsets abgeschitzt werden.

Foolingsets sind quadratische Matrizen mit bestimmten Eigenschaften. Die Gro8e eines Foolingsets
ist die Anzahl der Zeilen bzw. Spalten einer solchen Matrix. Foolingsets sucht man als Teilmatrizen
von groBeren Matrizen und bezeichnet mit fool(M) die GroBe eines maximalen Foolingsets in M.
Dietzfelbinger, Hromkovi¢, Schnitger [2] verglichen die Grofle von Foolingsets mit dem Rang einer
0,1-Matrix und konnten folgendes Theorem beweisen.

Theorem. Es sei M eine Matrix mit Eintriigen aus {0, 1} so gilt fiir alle Korper K
fool(M) < rang® (M),
wobei rangy den Rang iiber K bezeichnet.

Solche Zusammenhénge zwischen der Gro3e von Foolingsets in Matrizen und dem Rang konnen
moglicherweise helfen Aussagen dariiber zu treffen, inwieweit Foolingsets neue Erkenntnisse tiber
die Erweiterungskomplexitit bestimmter Probleme liefern konnen.

So kann man zu dem oben erwihnten Matching-Problem feststellen, dass der Rang der zugehorigen
Matrix M in ©(n?) liegt. Es konnte also hilfreich sein nach Foolingsets zu suchen, denn méglich-
erweise existieren welche mit einer GroBe zwischen 2(n?) und O(n?). In diesem Fall konnte die
Abschitzung der Erweiterungskomplexitét verbessert werden.

In dieser Arbeit mochte ich nun untersuchen, wie gut die Schranke fool (M) < rang?(M) ist. Es ist
noch keine Matrix bekannt, welche die Ungleichung mit Gleichheit erfiillt. Die bisher besten Bei-
spiele gab Theis [7]. Er fand eine Familie von Matrizen fiir welche gilt: fool(M) = rangﬁgg‘*(ﬁ) (M),
wobei log,(6) ungefahr 1, 29 ist.

Ich habe intensiv nach weiteren Beispielen gesucht, um zu sehen, ob sich die obige Abschitzung
verbessern ldsst. Schliefflich konnte ich eine Familie von Matrizen iiber [ konstruieren, fiir welche
ich vermute, dass sie Foolingsets sind. Dies wiirde dann eine Folge von Matrizen (M} )ren liefern,
sodass gilt fool (M) — mng%2 (My,) fir K — oo. Die ersten 14 dieser Matrizen konnte ich mithilfe
eines Computers auf die gewiinschten Eigenschaften hin tiberpriifen und komme so zu dem Ergebnis
fool(My4) > rang! 9999 (M),



Kapitel 2

Erweiterungen von Polyedern

2.1 Einfiihrung

Gegeben sei ein lineares Optimierungsproblem
max { (c,z) | Az > b, x € R"}.

Dieses ist ldsst sich umformen zu

max{(c,x) | Az — zp1b >0, zppq = 1, < * > € [R”H}.
Tn+1

Ersetzt man die Gleichung x,, 11 = 1 durch die Ungleichung z,+1 > 0, so erhélt man einen Kegel K.
Dieser Kegel ist die sogenannte Homogenisierung des Polyeders P = {z € R™ | Ax > b}.

Haben wir nun eine Erweiterung von K, das heifit ein Polyeder () und eine lineare Abbildung 7 mit
m(Q) = K, so erhalten wir folgende erweiterte Formulierung des obigen Programms

Z€Q7 <.’E:+1) :W(Z)> xn+1:1}-

Ist P beschrinkt, also ein Polytop, so kann man zeigen, dass die Ungleichung x,, 1 > 0 redundant ist.
Die Homogenisierung von P kann in diesem Fall also durch genauso viele Ungleichungen beschrie-
ben werden wie P selber. Ist () eine Erweiterung von P, so kann man annehmen das () ebenfalls ein
Polytop ist (vgl. [3] Seite 2). Die Homogenisierung von () ist dann eine Erweiterung der Homogeni-
sierung von P.

Wir werden spiter die Grofle einer erweiterten Formulierung als die Anzahl der Ungleichungen, wel-
che die Erweiterung () beschreiben, definieren. In dem Fall das P ein Polytop ist, konnen wir uns auf
Erweiterungen der Homogenisierung beschrianken ohne die Grofe zu verdndern.

min {(c, )

2.2 Kegel und erweiterte Formulierungen

Die Homogenisierung eines Polyeders ist offensichtlich ein polyedrischer Kegel. Da andere Kegel in
dieser Arbeit nicht vorkommen ist im Folgenden mit Kegel stets ein polyedrischer Kegel gemeint.

Definition 2.2.1 (Erweiterung eines Kegels). Eine Erweiterung eines Kegels K C R ist ein System
von Gleichungen und Ungleichungen, welche einen Kegel () C R™ beschreiben und eine lineare
Abbildung 7 : R™ — R™ mit 7(Q) = K.
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Definition 2.2.2 (GroBe einer Erweiterung). Die Grofle einer Erweiterung ist die Anzahl der Unglei-
chungen, welche () beschreiben.

In dieser Definition werden die Gleichungen vernachlassigt, da man sie leicht loswerden kann. Es
wurden fiir einige lineare Programme schon erstaunlich kleine erweiterte Formulierungen gefunden.

Beispiel 2.2.3. Fiir das Problem des minimal aufspannenden Baums in einem Graphen, fand Martin
Kipp [6] eine erweiterte Formulierung der GroBe O(n?), wihrend das urspriingliche Polytop O(2")
Ungleichungen hatte.

Man méchte nun wissen, wie klein eine Erweiterung hochstens sein kann. Dieser Wert heilit Er-
weiterungskomplexitit.

Definition 2.2.4 (Erweiterungskomplexitit xc(K)). Die Erweiterungskomplexitiit eines linearen Pro-
gramms (eines Kegels K), ist die Grofe einer kleinsten Erweiterung von K.
Formal:

xc(K) = min{ Anzahl der Ungleichungen von @ | @ ist Erweiterung von K }

Die Frage ist nun, wie man die Erweiterungskomplexitit eines Problems bestimmen kann.

2.3 Nichtnegativer Rang und Erweiterungskomplexitiit

Yannakakis [8] zeigte 1991 einen Zusammenhang zwischen dem nichtnegativen Rang der Schlupfma-
trix eines Kegels und seiner Erweiterungskomplexitit. Es sei eine Matrix M nichtnegativ (M > 0),
wenn jeder Eintrag von M nichtnegativ ist.

Definition 2.3.1 (Schlupfmatrix eines Kegels). Zu gegebenem Kegel
K = {x € R" | Az > 0} = ccone(X) ist S := AX die sogenannte Schlupfmatrix von K, wobei
ccone(X) die konvexkonische Hiille der Elemente aus X ist.

Definition 2.3.2 (Nichtnegativer Rang). Es sei M € R™*"" eine nichtnegative Matrix. Der nichtnega-
tive Rang von M ist die kleinste Zahl r € N, sodass nichtnegative Matrizen U € R™*" und V' € R"™*™
existieren mit M/ = UV'. Er wird mit rang (M) bezeichnet.

Es ist offensichtlich, dass jede Schlupfmatrix nichtnegativ ist. Wir kénnen nun also den nicht-
negativen Rang der Schlupfmatrix eines Kegels betrachten. Der folgende Satz entspricht dem oben
angekiindigten Resultat von Yannakakis [8].

Satz 2.3.3. Die Erweiterungskomplexitiit xc(K) eines Kegels K ist gleich dem nichtnegativen Rang
seiner Schlupfmatrix.

Beweis. Sei K = {x € R" | Az > 0} und S die zugehorige Schlupfmatrix mit rang, (S) = 7.
Desweiteren sei S = UV, U € R™*" V € R"™** eine nichtnegative Zerlegung von S.
Wir definieren nun eine Erweiterung zu K:

() er|emvued). o ()

Offensichtlich ist 7 linear. Da U nichtnegativ und somit Uy > 0 ist, folgt 7(Q) = K.
Es hat nun () genau r Ungleichungen und somit gilt

xc(K) < r =rang (95).
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Fiir die Riickrichtung sei nun @ = {y € R™ | By > 0} eine Erweiterung von K.
Es bezeichne a; die i-te Zeile von A und 7%¢ die Adjungierte zu 7.
Fiir y € @ gilt nun
a;m(y) > 0 und somit auch ﬂ“d(ai)y >0,

das heiBt 7% (a;)y > 0 sind zulissige Ungleichungen fiir Q mit 7%¢(a;)0 = 0. Nach Fakas Lemma
(Variante 11 in [10]) existiert fiir alle 4 ein Vektor \; > 0 mit \! B = 7% (a;).

Ist K = ccone{zy,...,zp} und yq,...,y; aus @ mit 7(y;) = x; fir i = 1,...,k, so folgt fir die
Schlupfmatrix S von K

Sij = aizj = aim(y;) = 7" (a;)y; = \{By;.
Da \; > 0 und By; > 0, liefert dies eine nichtnegative Zerlegung von S und es folgt

rang , () < xc(K).

2.4 Foolingsets als untere Schranke fiir die Erweiterungskomplexitit

Foolingsets sind schon seit einiger Zeit als untere Schranke fiir den nichtnegativen Rank einer Matrix
bekannt. So nutzten bereits Cohen und Rothblum [1] 1993 sogenannte ,,Mengen von unabhingigen
Eintrdgen* um den nichtnegativen Rang abzuschitzen. Diese lassen sich direkt in Foolingsets umfor-
mulieren.

Im Folgenden bezeichne ich mit M; ; den Eintrag von M in der i-ten Zeile und j-ten Spalte, deswei-
teren sind M; , und M, ; die i-te Zeile bzw. j-te Spalte.

Definition 2.4.1 (Foolingset). Es sei M eine Matrix mit Eintriigen aus {0, 1}. Eine Menge F' C N?
hei3t Foolingset, wenn gilt

M;;=1 fir alle (4, j) € F
und M; jMy =0 fiir alle (4, j), (k,¢) € F mit (i,7) # (k, £).

Diese Definition ldsst sich mit der Abwandlung M; ; M}, , > 0 auch allgemeiner auf nichtnegative
Matrizen anwenden. Diese Form verwenden Cohen und Rothblum [1]. Thre Mengen von unabhén-
gigen Eintridgen entsprechen Foolingsets in der Trigermatrix supp(M ) von M, also in der Matrix,
deren Eintrige genau dann 1 sind, wenn der entsprechende Eintrag in M groBer als 0 ist und O sonst.
Es sei nun fool(M) die grofite Zahl z, so dass ein Foolingset der Grofie z in M existiert. Aufgrund
des oben beschriebenen Zusammenhangs bezeichne ich mit fool(M ) auch die Foolingsetzahl der Tri-
germatrix, also fool(M) = fool(supp(M)).

Satz 2.4.2. Fiir eine nichtnegative Matrix M gilt: fool(M) < rang, (M). [1]

Cohen und Rothblum erwihnen diesen Zusammenhang, geben aber keinen Beweis an. In [3] wird
ein Beweis gegeben, welcher einige Umwege geht, die hier nicht benotigt werden. Ich stelle hier nun
einen direkten Beweis vor.

Beweis. Sei M € R™ ™ eine nichtnegative Matrix und F' ein Foolingset von M. Weiterhin sei
M = UYV eine nichtnegative Zerlegung von M mit U € R**", V' € R™™ mit r = rang (M).
Das Permutieren der Zeilen in M entspricht dem Permutieren der Zeilen in U und das Permutieren
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der Spalten in M denen in V. Der nichtnegative Rang von M wird dadurch also nicht verdndert und
wir konnen 0.B.d.A annehmen, dass F' = {(1,1),(2,2),...,(|F|,|F|)} ist. Der Ubersicht halber
schreiben wir k € F', wenn gilt (k, k) € F'. Es gilt also:

(2.1) My > 0und My ;M; ;, =0 firalle k,7 € F mitk # ¢
Angenommen |F| > rang_ (M), dann folgt aus
My = U s Vir > 0,
dass firalle k € Feini =i(k) € {1,...,rang, (M)} existiert mit
Ug,iVir > 0.
Da aber |F'| > rang, (M) ist, existieren k, ¢ mit k # ¢,i(k) = i({) = i, sodass gilt
Uk,iVix > 0und Up; Vi g > 0.

Es folgt
My > UgiVie>0und My > Up; Vi >0

und damit gilt My, M}, , > 0 im Widerspruch zu (2.1). Dementsprechend ist |F'| < rang, (M) fiir
alle Foolingsets F' und insbesondere fool(M) < rang, (M). O



Kapitel 3

Foolingsets versus Rang

3.1 Bereits bekannte Zusammenhinge

Fiir Matrizen aus Nullen und Einsen kann man die Foolingsetzahl durch den Rang abschitzen.
Dietzfelbinger et al. [2] bewiesen hierzu 1996 folgendes Theorem.

Theorem 3.1.1. Fiir eine 0,1-Matrix M und fiir jeden Korper K gilt: fool(M) < rang} (M), wobei
rangy (M) den Rang iiber K bezeichnet.

Beweis. Der Beweis ist iibernommen von Theis [7].

Sei F ein Foolingset in M. Es gelte 0.B.d.A. wieder ' = {(1,1),(2,2),...,(|F|,|F]|)}. Sei nun
M = XY eine zum Rang gehorige Zerlegung von M, das heifit fir rang(M) = r gilt X € K™*"
und Y € K™,

Seien x1,...,x, die Zeilen von X und y1, ...,y die Spalten von Y, so gilt M; ; = z;y;.

Wir definieren nun auf dem Tensorprodukt K" @ K" das Skalarprodukt

(1 @Y1, 72 @ Yy2) = T1Y2 - T2
Damit haben wir

(i @ yi, 1 @ yi) = M7 =1 furi=1,...,|F|

und <l‘i®yi,$]’®yj> = M; ;M;; =0 firi,j=1,...|F|undi # j

Das heift {z1 ® y1,72 @ y2,..., 7|5 @ y|p|} bilden ein orthogonales System in K™ @ K", sind also
linear unabhingig. Die Dimension von K" @ K" ist 72 und somit gilt || < r? = rang?(M). O

Die Frage ist nun, wie genau diese Abschitzung ist. Dietzfelbinger et al. [2] zeigten eine Familie
von Beispielen in R, fiir welche gilt fool(M) = rang'°83(4) (A1) und Theis [7] fand #hnliche Beispiele,
sodass fool(M) = rang'°#(6) (A1), Beide benutzen dafiir das Kroneckerprodukt und konstruieren so
aus einer Matrix eine Familie von Matrizen, ohne dass sich der Exponent @ndert.

7



8 KAPITEL 3. FOOLINGSETS VERSUS RANG

Die beiden Ausgangsmatizen sind:

1100

0110 .
M=10 011 mit rang(M;) = 3 und fool(M) =4

100 1
111000
011100
001110 .

und - Ma=1g 0 0111 mit rang(Ms) = 4 und fool(M) = 6
100011
110001

Es liegt nun nahe die 8 x 8-Matrix

Ms =

= -0 OO O O
—__0 0 0O K
O R~ R = OoOoOOo
— === O O OO

_ o O OO =
OO OO = ==
O OO = == =O
OO R M=M= = OO

zu betrachten, M3 hat allerdings Rang 5 und es gilt logs(8) ~ 1,2920 < 1,2925 ~ log,(6), das
heiit M3 ist kein besseres Beispiel.

3.2 DerRanginl,

Da wir mit Matrizen aus Einsen und Nullen rechnen, liegt es nahe, den Rang im Korper mit zwei
Elementen (F2) zu betrachten.

Bemerkung 3.2.1. Fiir eine Matrix M aus Einsen und Nullen gilt:

rangg, (M) < rangy (M) fiir alle Korper K

Es liegt also Nahe nach Matrizen iiber 2 zu suchen, welche moglichst dicht an der Abschétzung
fool(M) < mng%2 (M) aus Theorem 3.1.1 liegen. Man findet zum Beispiel leicht die Matrix

1 10
M=10 11
1 01

Hier gilt rang, (M) = 2 und fool(M) = 3, also fool(M) = rang%&gﬂ?’) (M). Dies liegt schon niher
an der Abschitzung in 3.1.1 als die vorherigen Beispiele in R (log,(3) ~ 1,58 > 1, 29).
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3.3 Konstruktion einer Familie von Matrizen in [

Ich werde nun eine Familie von Matrizen in [ vorstellen, anhand welcher man sieht, dass die Ab-
schitzung aus Theorem 3.1.1 sehr gut ist. Es sei mit rang(M) im Folgenden stets der Rang iiber [,
gemeint. Desweiteren bezeichne ich mit N die natiirlichen Zahlen ohne Null und schreibe Ny fiir
N U {0}. Fiir die Konstruktion betrachten wir nun zunichst eine Folge in [.

Definition 3.3.1. Zu gegebenem r € N sei die Folge (a;);en, in F2 definiert durch:

a; =1 firo<i:<r—1

a; = Qj—_pr + a;1 fir:s > r
Offensichtlich ist solch eine Folge periodisch in dem Sinn, dass ein n € N existiert mit
ai+n = a; fir alle ¢ € Np.

Sei nun n die kleinste Periode von (a;)ien,, o ldsst sich zu jedem r eine n x n-Matrix wie folgt
konstruieren.

Definition 3.3.2. Zu einer Folge (a;)icn, aus 3.3.1 mit minimaler Periode n sei eine n x n-Matrix M
definiert durch

My = (ag, a1, ,an-1)
Mi,j = Mi—l,j—l fiir i,j S Zn, /) 75 0
Wobei hier Z,, = Z/nZ der Restklassenring modulo n ist und die Elemente aus Z,, mit0,1,...,n—1

bezeichnet werden.

Beispiel 3.3.3. Fiir » = 2 und » = 3 erhilt man nach obiger Konstruktion folgende Matrizen.

1110100

0111010

110 0011101

My=10 1 1 und Mi=1]11 001110

1 01 0100111
1010011

1101001

Ich bezeichne eine n x n-Matrix M als Foolingset, wenn {(,7) | ¢ = 0,...,n — 1} ein Foolingset

in M ist. Dies trifft auf die obigen beiden Matrizen zu und es ldsst sich leicht tiberpriifen, dass sie
in F9 den Rang r haben.

Da fool(M) < rang?(M) gilt, interessieren uns nur Folgen mit einer Periode n kleiner oder
gleich r2. Folgendes Bespiel zeigt, dass diese Bedingung noch nicht hinreichend dafiir ist, dass eine
wie oben konstruierte Matrix ein Foolingset ist.
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Beispiel 3.3.4. Fiir r = 4 ist n = 15 und wir erhalten nach 3.3.2

1111010110010 O00O0
0111101 01T10O01QO00O0
0 o11110101T10010
0001111010110 01
1 0001111010110 O0
01 0001111010110
001 000111101011
M=]1001O0O0O011T1110101
11 00100O011T1T1TU0T1FQO0
01 100100O01T1T1T1TC0°1
101 10010O0O01T1T1T10
0101 10O01O0O0O0T1T1T11
101 0110010O0O0T1T11
110101 1001O00O0O011
1110101100100 O0T1

Diese Matrix ist kein Foolingset, da Mo 7 = M7y = 1 gilt.

Die Eigenschaft Foolingset zu sein bedarf anscheinend noch einiger Untersuchungen, der Rang
dieser Matrizen jedoch ist leicht bestimmt.

Lemma 3.3.5. Fiir eine Matrix M aus 3.3.2 gilt rang(M) = r.

Beweis. Nach Konstruktion gilt
Mi,j = Mi—T,j + Mi—l,j fiir alle 1,] € Z,.

Es folgt rang(M) < r. Da die erste Zeile von M periodisch mit Periode n ist, sind die letzten
r — 1 Eintrdage 0 und die r» x r-Teilmatrix oben links ist eine obere Dreiecksmatrix, damit folgt die
Gleichheit. O

Weitere Konstruktionen mit verschiedenen Werten fiir 7 veranlassten mich nun folgende Vermu-
tungen zu formulieren.

Vermutung 1. Fiir r = 2 + 1 mit k € N gilt: Die kleinste Periode einer Folge wie in 3.3.1 ist
2
n=r“—r+1L1

Vermutung 2. Eine Matrix M, konstruiert wie in 3.3.2 mit r wie in Vermutung 1, ist ein Foolingset.

Beide Vermutungen konnte ich fiir & = 1,...,14 bestidtigen. Wenn sie fiir alle £ € N gelten
wiirden, so wiirde folgen, dass fool(M) > (rang(M ))& ("*=r+1) gi]t.
Da lim, o log, (r? — r + 1) = 2 gilt, wiire damit gezeigt, dass die Abschitzung von Dietzfelbinger
et al. in Theorem 3.1.1 schon bestmdglich ist.
Um die Vermutung fiir K = 1, ..., 14 zu bestitigen, brauchte ich folgende Aussage.

Lemma 3.3.6. Eine wie oben konstruierte Matrix ist ein Foolingset genau dann, wenn gilt

n—1
2

ajan—; =0 firg=1,...,
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Beweis. Nach Konstruktion gilt fiir 7 > 0
Mjo = Mj—1n-1=Mj1-(-1)n-1-(-1) = Mon—j = an—
Nun ist M ein Foolingset genau dann wenn,
M; iM;; =0 firalled,j € Z, miti # j
(M; ; = 1 fiir alle 7 aus Z,, gilt bereits nach Konstruktion). Da nun

M; My = Mi—ij—iMj—ii—i = Mo j—iMj—io = aj—ity_(j—i)

folgt die Behauptung. O

Es geniigt also die ersten Zeilen der Matrizen zu konstruieren, um die vermuteten Eigenschaf-
ten zu tberpriifen. Dies habe ich in Matlab/Octave implementiert und fiir £ = 1,...,14 getestet.
Fiir 7 = 2 4 1, war die kleinste Periode der Folge aus 3.3.1 stets n = 72 — 7 + 1 und die nach

3.3.2 konstruierten Matrizen waren alle Foolingsets. Fiir £ = 14 erhdlt man rang(}/) = 16 385 und
fool(M) = 268 451 841. Daraus ergibt sich fool(M) > rang! 999 (M),

3.4 Eine weitere Charakterisierung der Konstruktion

Im Folgenden werde ich eine weitere Eigenschaft der Matrizen aus 3.3 vorstellen. Jene gibt zum einen
eine weitere Konstruktionsmoglichkeit und zum anderen ein Kriterium, um zu iiberpriifen, ob n eine
Periode einer Folge nach 3.3.1 ist.

Satz 3.4.1. Zu einer Folge (a;)icn, nach 3.3.1 ist n eine Periode, genau dann wenn x™ + 1 durch
" + x + 1 in Fox] teilbar ist. Fiir den Quotienten

_ " +1
' +x+1

gilt in diesem Fall

(vgl. Theorem 6.25 in [5]).

Beweis. Es seien (ag, a1, ..., a,—1) die ersten Glieder einer Folge nach 3.3.1undp = Y a;x' so
gilt:

n—1 n—1 n—1
(" +x+1)p= Z a;z T+ Z a;z T+ Z a;xt
i=0 i=0 i=0

= ao
+(ap +a)z+ -+ (ar_o 4+ ap_1)z" "
+ (a0 + ar—1 +ar)r" + -+ (an-1-r + an-2 + ap-1)z""
+‘<an—m'+'an—1)xn

1

1 —1
+‘anfr+1xn+ ‘%"'+'an71xn+r
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Das heilt (" + = + 1)p = ™ + 1 ist genau dann erfiillt, wenn folgende Bedingungen gelten:

(3.1 ag =1

(3.2) aj—1+a; =0 firi=1,---,r—1

(3.3) Qi—y +a;—1+a; =0 firi=r,---,n—1

(3.4) Ap—r + ap_1 =1

(3.5) a; =0 firi=n—-r+1,---,n—-1

Nun sind (3.1) und (3.2) dquivalent zu
(36) aozalz---:ar,1:1

und entsprechen also zusammen mit (3.3) der Konstruktionsvorschrift 3.3.1 der Folge.
Desweiteren ist (3.4) mit (3.1) dquivalent zu

ag = Qp—r + ap—1
und (3.5) ist mit (3.6) dquivalent zu
G; = Qp—rii+ Gp_14s fire=1,--- ;7 —1,
das heif3it n ist eine Periode der Folge. O

Wenn man nun Aussagen iiber die Teilbarkeit von 2™ 4 1 durch 2" + x + 1 in Fo[x] treffen kann,
hilft das wahrscheinlich, Vermutung 1 zu zeigen. Ich konnte mir auSerdem vorstellen, dass diese
Charakterisierung auch beim Beweis von Vermutung 2 hilfreich ist.



Kapitel 4

Fazit

Der Schwerpunkt meiner Arbeit lag in der Untersuchung des Zusammenhangs zwischen der maxi-
malen Grofle von Foolingsets in Matrizen und dem Rang. Grundlage war der von Diezfelbinger et al.
gezeigte Zusammenhang fool(M) < rang?(M). Das Rechnen im Kérper mit nur zwei Elementen
half mir Beispiele zu finden, welche wesentlich niher an dieser Abschitzung sind als die vorher be-
kannten in R.

Wiirde man nun allgemeine Beweise der Vermutungen 1 und 2 auf Seite 10 finden, so wire die Ab-
schitzung von Dietzfelbinger et al. sogar als bestmoglich bewiesen.

Bei einem allgemeinen Beweis dieser Vermutungen konnte moglicherweise die Charakterisierung der
Konstruktion durch Polynome helfen.

Da die Beispiele in Fo so gute Ergebnisse liefern, ist es moglicherweise hilfreich, fiir Polyeder der
Optimierung den Rang iiber [9 zu bestimmen. Auf diese Weise kann man Aussagen dariiber treffen,
ob mithilfe von Foolingsets die Abschitzung der Erweiterungskomplexitit verbessert werden konnte
oder nicht.
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Anhang

Matlab/Octave Funktion

$Erzeugt die erste Zeile x einer Matrix M
$und Uberpriift ob M ein Foolingset ist und Rang r hat.

function [ ret ] = check (k)
r = 2"k + 1;
n=r1r"2-r + 1;

b4 zeros(l , n + r);
$r weitere Stellen zum leichten Uberpriifen,

% ob x periodisch mit Periode n ist

x(1 : r)y= 1;
for i =r+1 :n+ r
x(1) = xor(x(i — r),x(i - 1));
end
%$Vektor periodisch? => rang(M) = r
ret = sum(x(1 : r) == x(n + 1 : n + r)) == r;

%$erzeugte Matrix Foolingset?

k= (n-1) / 2 + 1;
for i = 2 : k
ret = ret & (x(i) » x(n — 1 + 2) == 0);
end
end

17
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